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Péface iv

Préface

Ce polycopié est destiné aux étudiants des deux filieres Sciences de la Matiere Physique (SMP) et Sciences
de la Matiere Chimie (SMC). Il regroupe les notions essentielles du cours d’Analyse II. Il est rédigé a 1'inten-

tion des intéressés qui veulent avoir un document de base pour compléter le cours magistral.

J’ai essayé de présenter le cours d"une maniere assez simple. Chaque chapitre est illustré par des exemples

et des exercices qui constituent une application directe des résultats fondamentaux abordés.

J'estime que ce polycopié aura rempli sa mission, s’il donne I’envie aux étudiants de consulter d’autres
livres et les aide a faire des exercices, car la résolution des exercices va leur permettre de vérifier s’ils ont
bien assimilé le cours et c’est a partir de I’exercice qu’émerge le savoir mathématique.

Le cours est divisé en cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, nous étudions les séries numériques et nous présentons les principaux criteres
de leur convergence.

Le deuxiéme chapitre comporte 1'étude des primitives et des intégrales simples ainsi que les différentes
techniques du calcul intégral.

Le troisieme chapitre permet d’étendre la notion de l'intégrale simple a celle de I'intégrale généralisée
qui n’est autre que la limite d"une intégrale définie.

Les deux derniers chapitres portent sur ’étude des équations différentielles du premier ordre et celles
du second ordre qui sont linéaires a coefficients constants.

Bonne Lecture
Arij Bouzelmate

iv



Chapitre 1

Séries Numériques

1 Définition

Définition 1.1. Soif (u,, ), une suite de nombres réels.

On appelle série de terme général u,, notée par E U, la suite numérigue (Sp)nen 0il
n>0

Sn:ZUk =Ug+ U+ Uy
k=0
Sy, s’appelle la somme partielle de rang n de la série Z U,
n>0

Remarque 1.1. Onau, =S, — Sp—1.

2 Convergence - Divergence

Définition 2.1. On dit que la série E uy, est convergente si et seulement si la suite (Sy,)nen converge vers une
n>0

limite finie S quand n tend vers +oc.

n
Z Uy, converge < lirf S, = Zuk =S
n—-+oo
k=0

n>0
—+o0
S est appelée la somme de la série Z u, et on note S = Z Uy
n>0 n=0
+oo
R,=S5-5,= Z uy, est appelé reste d’ordre n de la série Z Uy. Dans le cas de convergence, nEI-&r-loo R, =0.
k=n+1 n>0
On dit que la série Z uy, est divergente si S est infini ou si la suite (S, )nen n'a pas de limite.
n>0
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Remarque 2.1. Etudier la nature d’une série revient i étudier sa convergence ou sa divergence.

Exemple 2.1. La série géométrique.

La série numérique de la forme g a™ est une série géométrique. Sa somme partielle de rang n est :
n>0

n 1— a7z+1

Sn:Zak: BT sia#1,

k=0 n+1, sia=1.

La série Z a™ est convergente si |a| < 1 et a pour somme T
n>0

La série Z a" est divergente si |a| > 1.
n>0

_a/.

Proposition 2.2. La nature d’une série ne change pas par modification d'un nombre fini de ses termes.

Proposition 2.3. Si Z Uy, et Z vy, sont deux séries convergentes et si A € R, alors la série Z (/\un + vn) est

n>0 n>0 n>0
convergente et on a
400 +oo 400
Z(Aun—i—vn):)\Zun—i— Up,-
n=0 n=0 n=0

Remarque 2.2. Ona:

(¢) SixeR* alors Z Uy, et Z Auy, sont de méme nature.

n>0 n>0
(1i) Si Z uy, converge, alors Z v, et Z(un + vy,) sont de méme nature.
n>0 n>0 n>0
(3d) Si Z U, et Z vy, divergent, on ne peut rien affirmer quant a la nature de Z(un +vy,) comme le prouvent
n>0 n>0 n>0
les exemples oit v, = —u,, d'une part et v, = u,, d’autre part.

Théoréme 2.3. (Condition nécessaire de convergence).

Si la série E uy, est convergente, alors lim wu, = 0.
>0 n—-+oo
nz

Lorsque u,, ne tend pas vers 0, on dit que E uy, diverge grossierement.
n>0

Preuve : La série Z u,, est convergente, alors il existe S € R tel que :

n>0
n
lim up = lim =S.
n—+o00 Z k n—+o00 Sn 5
k=0
11 suffit donc de remarquer que u,, = S,, — S,_1 converge vers 0 quand n — +oc0. O
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Remarque 2.4. La réciproque du résultat précédent est fausse.

1
Exemple 2.2. Considérons la suite up, = vn+1—+/n= —————.
p n V= =T n
Ona lim w, =0 mais la série g uy, 1'est pas convergente car la somme partielle de rang n

n—-+oo
n>0

Sn:i:uk:zn:\/k+ —VEk=vn+1

k=0 k=0

tend vers o0 quand n — +o0.

3 Séries a Termes Positifs

3.1 Définition

Définition 3.1. On dit q'une série Z uy, est une série a termes positifs si et seulement si u,, > 0 pour tout n € N.
n>0

On dit q'une série E uy, est une série a termes positifs a partir d’un certain rang si et seulement si il existe N € N
n>0

tel que u,, > 0 pour tout n > N.

Proposition 3.2. Pour qu’une série de nombres réels positifs soit convergente, il faut et il suffit que la suite des

sommes partielles soit majorée.

Preuve : C’est une conséquence du fait que toute suite croissante majorée est convergente.

En effet. Soient Z uy, une série numérique et (S, ), sa somme partielle. On a pour tout n € N,
n>0

Sp = Sp—1 = up > 0.

Dong, la suite (S,,),, est croissante et comme elle est majorée, alors elle est convergente, c’est a dire, la série

E uy, est convergente. O
n>0

3.2 Principes de Comparaison

Proposition 3.3. Soient Z U, et Z vy, deux séries a termes positifs.

n n
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(¢) S’il existe M > 0 tel que u,, < M v, et Z vy, est convergente, alors Z u,, est convergente.

n n

(1) Siwy, ~ v, au voisinage de +oo, alors E U, et E v, sont de méme nature.

n n

. . 1
Exercice 3.4. Etudier la nature de la série Z —-
n

n>2
. 1 . p s
Solution : On pose v, = Py n > 2. Sa somme partielle définie par
n\n —
~ 1 —~ 1 1 1
S, = = - =1-=
" kZ:Zk:(k:—l) kZ:Qk;—l k n’

est convergente vers 1 quand n — +oo0. Ce qui veut dire que la série Z vy, est convergente.

n

Et comme

1 1
0< =< —— = our tout n > 2,
n? ~ n(n-—1) Un P "=

. . . 1
alors, d’apres le principe de comparaison, la série Z — est convergente.
n>2 n
3" -1
™4

Exercice 3.5. Etudier la nature de la série Z
n>1

n

. 1 3\" .
Solution : On pose u,, = , n>1.0nawu, > 0pour toutn > 1 et u, ~ (7) au voisinage de +oo.

™+ 4

) 3\" ) ) 3
Comme la série E (7 est une série géométrique convergente (car

> 7‘ < 1), alors Z u,, est convergente.
n=

n>1

3.3 Criteres de Convergence

Proposition 3.6. (Regle de d’Alembert)

unJrl

Soit Z un, une série a termes strictement positifs telle que la suite <
Un

n

) tende vers [ € [0, +o0]. Alors,

(1) Sil <1, lasérie Z u, est convergente.
n
(1) Sil>1, lasérie Z uy, est divergente.

n

. iy a” ) . e
Exercice 3.7. Etudier la nature de la série g —-, oil a est un réel strictement positif fixé.
n!
n>1

n

Solution : On pose u,, = a—', n > 1. Alors pour toutn > 1, u, > O et
n!

Upy1 a™tl nl a

u,  (n+1)la® n+4+1
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. Un+1 .
Comme lim —* — lim
n—+00 Uy n—+oo n + 1

= 0, alors d’apres la regle de d’Alembert, la série Z u,, est conver-
n>1

gente.

Proposition 3.8. (Regle de Cauchy)

Soit Z uy, une série a termes positifs telle que la suite ( {/u,),, tende vers | € [0, +oc]. Alors,

n

(1) Sil <1, lasérie Z uy, est convergente.

n

(#3) Sil>1, lasérie Z uy, est divergente.
n

. . n\"
Exercice 3.9. Etudier la nature de la série Z n" ( 2) .
n>1

1 n
Solution : On pose u,, = n" (2) , n > 1. Alors pour tout n > 1, u,, > 0 et

i = (un) /" =1 (;)n |

. . \" .

Comme lim @u, = lim =n = 0, alors d’apres la régle de Cauchy, la série E u, est conver-
n—-+o0o n—-+o0o =1

nz

gente.

Remarque 3.1. Dans les deux régles, si | = 1, on ne peut rien conclure.

3.4 Exemple Fondamental : Séries de Riemann

Proposition 3.10. La série de Riemann E — est convergente si et seulement si o > 1.
n
n
. 1 Lo , ,
Remarque 3.2. La série E — est appelée série harmonique. Elle est divergente.
n
n

Proposition 3.11. (Regle de Riemann)

Soit E uy, Une série a termes positifs.

n

N oo 1. o 1o L.
(1) Si ngrfoon un, =1 (finie) et o > 1, alors la série Zun est convergente.
n

(1i) Si liril n%u, = +oo ou | #0 et a <1, alors la série E uy, est divergente.
n—-+0oo
n

In(n)
5

Exercice 3.12. Etudier la nature de la série Z
n

n>1
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In(n)

n2

Solution : On pose u,, = ,n>1.
Soit1 < o < 2, alors

lim n%, = lim n® ?In(n) = 0.
n—+00 n—+00

Donc, d’apres la regle de Riemann, la série E uy, est convergente.

n>1

4 Séries a Termes de Signes Quelconques

4.1 Séries Absolument Convergentes

Définition 4.1. Une série Z uy, est dite absolument convergente si et seulement si Z |un,| est convergente.

n n

Théoreme 4.1. Toute série absolument convergente est convergente.

cosn
5 -

Exercice 4.2. Etudier la nature de la série Z
n>1

. cosn
Solution : On pose u,, = —n=>1L Alors, pour toutn > 1
n

1
0 < |uyl < —.
< lun| < —

1 . . L . .
Comme g —; est une série de Riemann convergente, alors d’apres le principe de comparaison, la série
n
n

g |un| est convergente, cad E u,, est absolument convergente. D’ou, E uy, est convergente.

n n n

Remarque 4.2. La réciproque du théoreme est fausse. Dans ce cas, une série convergente et non absolument conver-

gente est dite semi-convergente.

Proposition 4.3. S’il existe o > 1 tel que lim n“%u, = 0, alors la série Z Uy, est absolument convergente.
n—4+oo

n

4.2 Séries Alternées

Définition 4.4. La série Z uy, est dite alternée si le terme général u,, = (—1)" a,, avec a,, > 0 pour tout n € N.

n
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Théoreme 4.3. (Condition Suffisante de Convergence : Critére spécial des séries alternées)
Soit Z(—l)”an une série alternée.
n

Si la suite (ay,),, est décroissante et convergente vers 0, alors la série alternée E (—1)"a,, est convergente.

n

(="

nOL

Exercice 4.5. Etudier la nature de la série alternée Z
n>1

Lot v > 0.

Solution : On distingue deux cas.

esia>1 Y| ‘

n>1

(=D"

n(l/,

1 . .
= Z — est convergente car c’est une série de Riemann (a > 1). Donc, Z
n>1 " n>1
(=n"

[}

est absolument convergente. Par suite, E
n>1

est convergente.

. —-1)" - . . - .
eSi0<a<l. Z (i est convergente par application du critere spécial des séries alternées.

a
n>1
(="

On déduit que la série alternée Z -
n

n>1

est convergente pour tout a > 0.




Chapitre 2

Intégrale Simple

1 Primitive d’une Fonction

Définition 1.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

On appelle primitive de fsur I, toute fonction F définie sur I telle que F est dérivable et F' = f sur I.

Exemple 1.1. Ona:
. o . 1
1— La fonction x — In|z| est une primitive de la fonction x — — sur R*.
T

2— La fonction x — e* est une primitive de la fonction x — e* sur R.

Théoreme 1.1. (Existence des Primitives)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. Alors,
(¢) f admet des primitives sur I.

(13) Si Fy et Fy sont deux primitives de f, alors la fonction Fy, — Fy est constante.

2 Intégrale d’une Fonction Continue

Définition 2.1. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] de R et F une primitive de f sur [a, b].

b
On appelle intégrale de f de a a b, le réel noté / f(t)dt défini par :

b
/ f(t)dt = [F(t))", = F(b) — F(a).
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b
Remarque 2.1. Le réel / f(¢t) dt ainsi défini ne dépend pas de la primitive choisie.

Proposition 2.2. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors,
b a
@ [ swa=—[ roa
(i1) / f(t)dt=0.

3 Théoreme Fondamental

Théoréme 3.1. (Théoreme Fondamental de I’ Analyse)

Soient f une fonction continue sur un intervalle I de R et a € I. Alors, la fonction F' définie sur I par :

Flz) = / ftydt, zel
est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Remarque 3.2. Une primitive de f sur I n'est pas nécessairement celle qui s’annule en un certain point, a titre

d’exemple, la fonction exponentielle.

4 Interprétation Géométrique

Soit f une fonction continue sur [a, b].
1— Si f est positive sur [a, b], alors / b f(t) dt représente Iaire délimitée par ’axe des abscisses et la courbe
a
C't entre les abscisses a et b.
2— Si f est de signe quelconque sur [a, b], alors / ’ f(t) dt représente la différence entre I'aire des domaines
a

situés au dessus de 1’axe des abscisses et en dessous de ’axe des abscisses.
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5 Propriétés de 1'Intégrale Simple

5.1 Linéarité

Proposition 5.1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et o, 8 deux réels. Alors,

b b b
| @ty sge) di=a [ sy g
5.2 Relation de Chasles

Proposition 5.2. Soient f une fonction continue sur un intervalle I de R et a, b, ¢ des éléments de I. Alors,

/abf(t)dtz/:f(t)dt+/cbf(t)dt.

Remarque 5.1. Les réels a, b, c ne sont pas nécessairement rangés dans I'ordre croissant.

2
Exercice 5.3. Calculer / [t — 1] dt.

-2

Solution : En utilisant la relation de Chasles, on a

2 1 2
/ -1t = / |t—1|dt+/ it — 1] dt
—2 -2 1
1 2
_ /(1—t)dt+/(t—1)dt
-2 1

5.3 Intégrales et Inégalités

Proposition 5.4. (Positivité de I'intégrale)

b
Soit f une fonction continue et positive sur [a, b]. Alors, / f(t)dt > 0.

Proposition 5.5. (Croissance de l'intégrale)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] telles que pour tout t € [a,b], f(t) < g(t). Alors,

'/abf(t)dtg/abg(t)dt.

10
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Proposition 5.6. (Inégalité de Schwarz)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Alors

( / " Fwa) dt>2 < < / ") dt) ( / " dt) .

Proposition 5.7. Soit f une fonction continue et positive sur [a, b].
b
1. Si/ f(t)dt =0, alors f(t) = 0 pour tout t € [a, b].
a

b
2. Si f n'est pas la fonction nulle sur [a, b], alors / f(t)dt > 0.
5.4 Inégalité de la Moyenne - Formules de la Moyenne

Proposition 5.8. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors, il existe deux réels m et M tels que
m < f(t) <M pour tout t € [a, b

et
m(b—a)g/bf(t)dtSM(b—a).

Proposition 5.9. (Inégalité de la moyenne)

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors,

/ab £(¢) dt

Proposition 5.10. (Premiere formule de la moyenne)

b
< / (1) dt.

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors, il existe ¢ € [a, b] tel que
b
|t =r@e-a
1 b
Le nombre f(c) = " a / f(t) dt est appelé la valeur moyenne de f sur [a, b].

Proposition 5.11. (Deuxiéme formule de la moyenne)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] avec g positive sur [a, b] . Alors, il existe c € [a, D] tel que

b b
/ F(Hg(t)dt = £(c) / o) dt.

11
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6 Sommes de Riemann

Théoréme 6.1. Soit f une fonction continue sur [a,b). Alors, on a

)zEIEMZf(

En particulier, si f est continue sur [0, 1], alors

>:

nkrfmzf(

nkrfoonzf() i3 ()= [ o

7 Calcul Intégral

7.1 Primitives des Fonctions Usuelles

(@)
1. / (o) dx = In |u| + cte.

2. )e®) dy = e* + cte.
ua+1
3. | :a+1+ct6, a# —1.
4. [ u/'(z)cos(u(x)) dr = sinu + cte.
)sin(u(zx)) dx = — cosu + cte.

o1
\\T\\\

6. dx = arctanu + cte.
+
u'(
7. N dxz = arcsinu + cte.
8. ) dxr = arccos u + cte
V1—u?

7.2 Intégration Par Changement de Variable

Théoréme 7.1. soit f : [a,b] — R continue et soit g : [, B] — [a,b] de classe Ct avec g(a) = a et g(3) = b.

Alors,

/ab f(z)de = /gg(ﬁ) f(z)de = /j f(g(t))g'(t) dt.

(@)

12
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La transformation = = g(t) s’appelle changement de variable.

On effectue les trois substitutions suivantes :

(#7i) On change les bornes d’intégration.

i
Exercice 7.1. Calculer / tant dt.
0

Solution :On a

I T —sint
/ tantdt:f/ Sl
0 o cost

On pose = = g(t) = cost, et alors dz = ¢'(t) dt = —sint dt. D'ou

z
/ tant dt
0

IS

z _ V2
= —[lnz], ——ln<2>.

Proposition 7.2. Soit a > 0 et soit f une fonction continue sur [—a, al.

(i) Si f est paire, alors on a ft)dt = 2/ f@)dt.
—a 0

(#4) Si f est impaire, alors on a f(t)dt =0.
7.3 Intégration Par Parties

Théoréme 7.2. Soient f et g deux fonctions de classe C'* sur [a, b]. Alors,

/ g0 = [10900)] - / Fog .

xr
Exercice 7.3. Calculer / Intdt.
1

9(%) 2
—/ do dx = —/ de dx
g0y ¥ 1 x

13
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Solution :On a

/1ntdt = /lnt(t)’dt:[tlnt]”f—/ (Int) tdt
1 1 1

= xlnx—/ 1toitzaclnyc—/ dt
1t 1

= zhne—[t]f =zlnz—z+1.
7.4 Intégration des Fonctions Rationnelles

P(x)
Q(x)

effectue la décomposition en fractions simples et puis on integre chaque élément obtenu; c’est a dire la

Pour intégrer une fonction rationnelle de la forme ou P et (Q sont deux polynomes réels, on

partie entiére, les éléments de premiére espece et de seconde espéce suivants.

-1
1 t i 1
./ﬁdx: m—D@—ap1 e sinFl
( In |z — a| + cte, sin=1.

Bﬂf + 2
————duz; —4 .
o/ ($2 br C)” dx; b c<0

On écrit 2% + bx + ¢ sous la forme (z — p)? + ¢* (q # 0) et on fait le changement de variable z = p + gt. On

obtient

Sttt e

1

Calcul de J,, : )
_ + cte, sin # 1,
J, = /7( t dt = 1/4( 2 —dt = 2(n—1)(2 + 1)1

2 n 1
2 +1) 2 iln(tz—i—l)—l—cte, sin=1.

Calcul de I,

1
Pourn=1, I :/t2+1 dt = arctant + cte.

Maintenant pour calculer I,, 1, il suffit de calculer I,, en utilisant une intégration par parties.

14



Intégration des Fonctions Rationnelles 15

Onapourn > 2,

1 1
I, = — dt= [ — (1)
" / (t2+1)" dt / (t2+1)n (t)"dt
S )
= _7@2 1| + 2n/ 7“2 ) dt

ot ] 2 +1 1
RICET +2n </ (12 + D)ntt dt_/(t2+1)n+1 dt)

; :
= |— on (I, — I, .
_(t2+1)n_ + ’Il( +1)
Donc,
t
2nIn+1 = (2n - ].)In + m .
Par suite,
2n — 1 1 t
In = 7171 a5 | 729 Ao | 227
=, Ity {(t2+1)”] "
I; = arctant + cte.
341
Exercice 7.4. Calculer / 2177+da:.
Tl —x—2

Solution :On a deg(x3 + 1) > deg(z? — = — 2).

On effectue la division euclidienne de z® + 1 par 2% — 2 — 2, on obtient
24 1=(x+1)(z* -2 —2)+ 3z +3.

D’ou

341 3r+3
2 —x—2 T +9:27x—2

Comme le polyndme 2 — z — 2 a deux racines —1 et 2, alors

3+ 1 3z 43 3
=r4+l+———=x+1+ .

x?—x—2 (x4 1)(x—2) x—2

Dong,

3 1 2
/%dmz%—kx—&—f&lnu—ﬂ—l—cte.
x?—x—

r—7

Exercice 7.5. Cﬂlculer/m(}ll’.

15



Applications 16

Solution :On a deg(x — 7) < deg(z? + 4z + 13)*.
Le polynome z2 + 4z + 13 n’a pas de racines réelles (car A < 0).
On écrit 22 + 4z + 13 sous la forme (x — p)? + ¢%. Un simple calcul donne 22 + 4z + 13 = (x +2)? + 9.

On fait le changement de variable « = 3¢ — 2, alors
=17 x =7 1 t—3
e dr = s dr=— | 5 dt
/Cﬂ+4x+BV * /(u+2ﬁ+9ﬁ . 9/kﬁ+1ﬁ
1 t 1 1
N §/(t2+1)2dt_§/(t2+1)2dt'

L/ LNV B S
12" 2 ey e

1 1
@ dt, on calcule / 71 dt en utilisant une intégration par parties.

EELE L yar= || +2 P
J 241 N 24+1 0 1241 (12 4+ 1)2
t 2 +1 1
= 2| ———dt -2 | ————dt
L2+1}+ /(t2+1)2 /(t2+1)2
t 1
2 [ ——dt—2
}+ /t2+1

/mdt.

1 L[ t 1
m dt = 2211 + E[arctan t] + cte.

Maintenant, pour calculer /

B [ﬂ+1

Dong,

2
On remplace t par v

, on obtient
/ -7 J —r—3 Loretan (252) 1 ot
—_— f = — — — ar n _—
@2 +4z+132 " T 22214z +13) 6 3 e
7.5 Applications

Soit f une fonction rationnelle.

Les intégrales suivantes se rameénent aux intégrales des fonctions rationnelles.
1—-Intégrale de la forme / f(e®)dx

1
Onposet =e*, alors z = Int et dz = n dt. On a dong,

16



Applications 17

2—Intégrale de la forme / f(cosz)sinz dx

On pose t = cosz, alors x = arccost, dx = dt et sinz = v/1 —t2. On a dong,

/f(cosx)sinxdx:f/f(t)m /f

3—Intégrale de la forme / f(sinz) cosz dx

On pose t = sinx, alors ¢ = arcsint, dx = dt et cosx = /1 —t2.On a donc,

1
VI— 12

/f sinz coszdz—/f m /f

4—Intégrale de la forme / f(tanx) dx

0 { = tan, al tant, d LI LA L _ Onad
n pose t = tanx, alors x = arctant, dr = —— dt, sinz = et cosx = .On a donc,
P e it e Vit
f(t)
t der = dt
/f(anx) x /1—1—152
5—Intégrale de la forme / f(sinz, cosz) dx (f est une fonction de deux variables)
2 2t 1—t2
On pose t = tan (E), alors x = 2arctant, dvr = —— dt,sint = —— etcosz = ———. On a dong,
2 1+¢2 1+¢2 1+1¢2
/f(' \d z/f 2t 1 —1t2 dt
sinx,cosx)dr = )
’ 1+t2714¢2) 14¢2
d
Exercice 7.6. Calculer / 733
2+sinz
. T 2 . 2t
Solution : On pose ¢t = tan (f), alors x = 2arctant, dv = —— dt et sinx = ——.On a dong,
2 1+1¢2 1442

/ da dx_/ dt
2+sinz ) 2+4+t+1

2
1
On écrit le polyndme 2 + ¢ + 1 sous la forme (¢ — p)? + ¢2. Un simple calcul donne ¢* +¢+1 = (t + 2) + Z
3 1 3 2t+1
On fait le changement de variable ¢t = gT — 3 Alors, dt = ng et T = % Par suite,

/ dt _/ dt _l/ dT
2+t+1 1\ 3 v3J) 1T24+1
t+35) +3

2
= — arctanT + cte

V3

2 arcta <2t+1)+ t
= — arctan [ —— cte.
V3 V3

17



Applications 18

Par conséquent,

/L =2 e (20 (E) ALY
2+sinz /3 V3 '

Remarque 7.3. On peut calculer aussi / f(sinz, cos z) du en utilisant les changements suivants :
e Onposet = cosz si f(sinz, cosx) dx est invariante en changeant x en —z.
e Onposet =sinx si f(sinz, cosx) dx est invariante en changeant x en m — .

e Onposet =tanz si f(sinz, cosx) dz est invariante en changeant x en w + x.

Exercice 7.7. Calculer / cos® x dz.

Solution : On a cos® (7 — z) d(m — z) = cos® z dz, ce qui veut dire que cos® x dx est invariante en changeant

renm —x.

On pose t = sinx, alors dt = cosxdx etona

/0053 zdr = /congvcosxdx:/(l—sinQac) cosx dr
3
= /(1—t2)dt:t—§+cte

. sin® z
= sinx —

+ cte.

18



Chapitre 3

Intégrales Généralisées

On s’intéresse dans ce chapitre & généraliser la notion d’intégrale d’une fonction définie sur 1'un des
intervalles suivants.
o [a,b] avec —o0 < a < b < 4o0.
e Ja,b] avec —oo < a < b < +00.

e Ja,b] avec —oo < a < b < 4o0.
1 Définitions

Définition 1.1. Soit f une fonction continue sur [a, b|.
b T
On dit qur l'intégrale / f(t) dt est convergente si linlf} / f(t) dt existe et est finie.
a z=b" Jag
Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt est divergente.
a

z—b—

/ f(t)dt = lim f(t) dt est appelée intégrale généralisée ou impropre de la fonction f sur [a, b|.

Définition 1.2. Soit f une fonction continue sur la, b).

b b
On dit qur U'intégrale |  f(t) dt est convergente si lim [ f (t) dt existe et est finie.
a

J—>(L x

Définition 1.3. Soit f une fonction continue sur |a, b|.

On dit qurlzntegrale/ f(t) dt est convergente sz/ f(t)dt et/ f(t) dt sont convergentes pour tout ¢ €]a, b|.

Onpose/f t)dt = /f dt+/f

19



Définitions 20

+oo
Exercice 1.4. Etudier la nature de I'intégrale / e tdt.
0

Solution : La fonction ¢t — e~ est continue sur [0, +-co[, donc le probleme se pose uniquement en +oo.

Soit z € [0, +o0], alors

/ etdt=[—ef=1—e".
0

x

+oo —+oo
Comme lim e tdt= lim 1—e ® =1, alors / e~ " dt est convergente et on a / e tdt =1.
xr—+00 0 r——+00 0 0

1
. ) dt
Exercice 1.5. Etudier la nature de I'intégrale / —.

0\/E

1
Solution : La fonction ¢ — — est continue sur |0, 1], donc le probleme se pose uniquement en 0.

Vit
Soit x €]0, 1], alors

dt -

o ftdt Lat !
Comme lim — = lim 2 -2y =2, alors / —~= est convergente et on a /
0 0

z—0t /. \/E z—0+ \/E

Too gt
1+¢2°

dt

%:2.

Exercice 1.6. Etudier la nature de I'intégrale /

— 00

. 1 . R
Solution : La fonction ¢t — T e est continue sur | — 0o, +00[, donc le probléme se pose en—oo et +oc.

12
Ona
0 0
dt dt
/ 5 = lim —— = lim [arctant]® = T
oo 1+t z——o00 [ 1+t T——00 2
et
o dt T dt
/ —— = lim —— = lim [arctant|j = T
0 1482 25400 fy 142 ao+oo 2
0 dt “+o00 “+o0
Dongc, les deux intégrales / et / sont convergentes. Par suite, / —— est conver-
oo L+ 22 o 1+1t2 oo 1122
genteetona
/+°° dt /0 dt /+°° dt
= — =.
oo 142 oo 1+ 2 o L1+
x
Remarque 1.1. Dans le cas olt a = —oo et b = +o0, l'existence de liﬂl_l / f(t) dt ne prouve pas la convergence
z—+oo [_

“+oo
de / f(t) dt. Par exemple, il suffit de considérer une fonction impaire continue.
—00
x

“+oo
Ona / tdt diverge alors que / tdt = 0, pour tout x > 0.

— 00 —X

20



Propriétés des Intégrales Généralisées 21

Proposition 1.7. Soit f une fonction continue sur [a, b] avec b fini.

b
Si f est prolongeable par continuité en b, alors / f(¢t) dt est convergente.

Remarque 1.2. En posant f(b) = lin%) f(x) = et désignant par F la primitive de f qui s’annule en a, la fonction
T—

F est continueen betona

x b
lim/ F(#) dt = lim F(z) — F(a) = F(b) — F(a) :/ () dt.

z—b z—b

Dans ce cas, on dit q'il y a une fausse intégrale généralisée.

b
Remarque 1.3. On a aussi / f(¢t) dt est convergente dans les deux cas suivants.
a
e [ est continue sur |a, b] (a fini) et prolongeable par continuité en a.

o [ est continue sur |a, b[ (a et b sont finis) et prolongeable par continuité en a et b.

1
Exercice 1.8. Etudier la nature de I'intégrale / tintdt.
0

Solution :La fonction z — z Inx est continue sur |0, 1]. Comme lim zlnz = 0, alors elle admet un prolon-

z—0t
1 1
gement par continuité en 0. Par suite, / tlntdt est convergente, c’est a dire lim+ tInt dt existe et est
0 z—071 J,
finie.
Ona

Il
EH
N
[
N————

— ~

]

-

Q

~

1
/ tlntdt

12 ! 1421
— | Z It f/ Lt
2 )2
271!

x? Ly x?
= ——Inz— —dt=——1Inx — |—
pna= [ ga=—Fme-[5]

1 1
Donc/ tlntdt = lim tlntdt:—i.
0

z—=0t J,

2 Propriétés des Intégrales Généralisées

Proposition 2.1. (Linéarité)

b b b
Si les intégrales généralisées / f(t)dt et / g(t) dt sont convergentes, alors l'intégrale généralisée / (af(t)+ Bg(t)) dt,

21



Calcul Pratique des Intégrales Généralisées 22

ot (o, B € R), est convergente et on a

b b b
| (s +s90)dt=a [ swyae+s [ gae
Proposition 2.2. (Relation de Chasles)

b c b
L'intégrale généralisée / £ () dt est convergente si et seulement si les intégrales / ft)dtet / f(t) dt sont conver-
a a (&

/abf(t)dt:/:f(t)dt—i—/cbf(t)dt.

3 Calcul Pratique des Intégrales Généralisées

gentes pour tout ¢ €la, bl et ona

3.1 Utilisation des Primitives

Définition 3.1. Soit f une fonction continue sur |a, b|.
T b
Si F' est une primitive de f, F'(z) = / f(t)dt, poura < c < b, alors l'intégrale / f(t) dt est convergente si et

seulement si lim F(x)et lim F(x) existent.
z—a™t z—b—

On définit alors

/b ft)dt = lim F(z)— lim F(x).

T—b— z—a™t

3.2 Changement de Variable

b
Théoréme 3.1. Soient f :]a,b[— R continue et g :]a, B[—]a, b[ une bijection de classe C'. Alors, / f(z)dx est
a

B
convergente si et seulement si /

«

f (g(t)) g'(t) dt est convergente et on a

/ ) da = / ’ 7(9®) g'(t)dt.

1
dt
Exercice 3.2. Calculer / .
1 V1 —1t2

Solution :On pose t = sinz, alors dt = cosx dz. La fonction sin : ] %ﬁ, g [ —] — 1, 1] est une bijection de

classe C'*. Donc,

! dt cos X 3 cosx
— dx = —_— d{E.
1 V1=t == Vcos? x = | cos |

INE

22



Intégration Par Parties 23

. . —-m T - .
Comme la fonction cos est positive sur } R {, alors | cos z| = cos x pour tout z € ] o5 [ Par suite,

|

/1 dt /Ed
= Xr = Tr.
,1\/1—?52 *T”

3.3 Intégration Par Parties

Théoréme 3.2. Soient f et g deux fonctions de classe C* sur]a, b].

b
On suppose que lim+ f(z)g(x) = Lt et lim f(z)g(z) = L~ existent. Alors, / f(x)g' (x) dz est convergente si
r—a a

r—b—

b
et seulement si / [/ (z)g(x) dz est convergente et on a
a

b

b
/ f(x)g'(x)de =L~ — L" - / f(2)g(z) da.

a

1
Exercice 3.3. Culculer/ (Int)? dt.
0

Solution :On a

1 1 1
/ (Int)*dt = / (t)'(Int)?dt = — lim t(lnt)Q—/ t%lntdt
0 0 0

t—0+

1 1
—2/ 1ntdt:—2/ (t) Intdt
0 0

1
1
= 2 lim tlnt-l—Q/ tgdt:Q.
0

t—0t

4 Intégrales Généralisées Des fonctions a Signe Constant

b b
I est facile de voir que la convergence de l'intégrale — / f(t) dt seramene a celle de I'intégrale / f(¢)dt.

Par conséquent, dans la suite on ne considére que le cas des fonctions positives.

4.1 Critere de la Convergence Majorée

b
Proposition 4.1. Soit f : [a, b|— R continue et positive. Alors, / f(t) dt est convergente si et seulement s'il existe
a

M > 0 (M indépendante de x) tel que/ f(t)dt < M pour tout x € [a,b].

23



Critere de Comparaison 24

4.2 Critere de Comparaison

Proposition 4.2. Soit f, g : [a, b[— R continues et positives.
b b
S’il existe M > 0 tel que f(x) < Mg(x) pour tout x € [a, b] et si/ g(t) dt est convergente, alors/ f(t)dt est

convergente.

4.3 Critere d’Equivalence

f(x)

Proposition 4.3. Soit f, g : [a,b[— R continues et positives telles que lini ﬁ =l,alorsona
z—b g(T

b b
(i) Sil# 0,/ f(t) dt est convergente si et seulement Si/ g(t) dt est convergente.

b b
(i) Sil=0 et / g(t) dt est convergente, alors / f(t)dt est convergente.
a a

r——+00

+oo
Remarque 4.1. Si f est continue et positive sur [a, +oo[ et lim f(x) =1> 0, alors / f(t)dt est divergente.
a

4.4 Exemple Fondamental : Intégrales de Riemann

1
1 . . .
. / —dz convergesi a < 1 et divergesi a > 1.
o T

—+oo
o / — dx convergesi a > 1 et divergesi a < 1.
1 x

+o0 5
Exercice 4.4. Eudier la convergence de l'intégrale / et dt.
0

+oo
Solution :On a pour tout ¢ > 1, e < et . Comme / e ' dt est convergente, alors d’apres le critere
1

+o0
. _ 42
de comparaison, / e " dt est convergente.
1

t

1
D’autre part, comme la fonction ¢t — e~ * est continue sur [0, 1], alors / e~ dt est une intégrale simple. On
0

+o0
. — 2 . 2z
déduit que / e~ dt est convergente car c’est la somme de deux intégrales convergentes.
0

1
Exercice 4.5. Eudier la convergence de I'intégrale / t*tetdt, a>0.
0

Solution : La fonction ¢t — t*~!e~* n’est pas définie en 0 car t®~! = e(a=DIn?,

LtrTtemt .
Ona lim ——— = lime™" = 1. Donc, t*"te~* ~ t*~! au voisinage de 0.
t—0 to-l t—0
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Intégrales Absolument Convergentes 25

1 1
Comme / t*tdt = / e dt est une intégrale de Riemann convergente car 1 — o < 1, alors d’apres le
0 0

1

critere d’équivalence, I'intégrale / t*~te~" dt est convergente.
0

5 Intégrales Absolument Convergentes

Définition 5.1. Soit f : [a,b[— R continue.

b b
On dit que / f(t)dt est absolument convergente si / |f(t)| dt est convergente.

Théoréme 5.1. Soit f : [a,b[— R continue.

b
Si / f(t) dt est absolument convergente, alors elle est convergente.
a

Remarque 5.2. La réciproque du théoréme est fausse. Dans ce cas, une intégrale généralisée convergente et non
absolument convergente est dite semi-convergente.

) ) o0 sint
Exercice 5.2. Eudier la convergence absolue de l'intégrale / e dt.
1

1

< 5

sint

Solution: Onapourtout t > 1, 0< 3

o0 lgin ¢

—+o0
Comme / I dt est une intégrale de Riemann convergente, alors / 3 dt est convergente. Ce qui
1 1

. 0 sint
veut dire que e dt est absolument convergente.
1

Proposition 5.3. (Critére de Riemann)

(¢) Soient o € Ret f une fonction continue sur [a,+oo[ telle que lim z°f(x) =k existe.

Tr—r+00

+oo
e Sia>1,alors / f(t) dt est absolument convergente.

a

+oo
e Siao<1letk#0, alors/ f(¢t) dt est divergente.

(#4) Soient oo € Ret f une fonction continue sur |a, b] telle que lim+ (x —a)f(x) = k existe.
r—a

b
e Sia <1,alors / f(t) dt est absolument convergente.

b
e Siaa>1 et k+#0,alors / f(¢t) dt est divergente.

dt
2 -1

+oo
Exercice 5.4. Etudier la nature de I'intégrale /
2
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Intégrales Absolument Convergentes 26

.732

Solution : La fonction x — — T est continue sur [2, +oo| et lir}ra pram 1. Donc, d’apres le critere de
€4 — T—4o00 4 —
+0o0 +oo
Riemann, / PR est absolument convergente. Par suite, / PR est convergente.
2 - 2 -
. . .. O dt
Exercice 5.5. Etudier la nature de I'intégrale / 21
—1 -
. . . . z+1 . 1 -1
Solution : La fonction z — est continuesur | — 1,0] et lim ——— = lim = —. Donc,
x?—1 zo—1+t 22 -1 a1tz -—1 2

0

d’apres le critere de Riemann, / est divergente.

21
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Chapitre 4

Equations Différentielles du Premier
Ordre

1 Définition

Définition 1.1. Soit ¢ une fonction de trois variables a valeurs dans R.
On appelle équation différentielle du premier ordre, une relation de la forme ¢(x,y,y’) = 0 faisant intervenir une
variable x, une fonction y = y(x) et sa dérivée y'(x).

Une fonction f dérivable est dite solution de cette équation sur I C R si ¢(x, f(x), f'(x)) = 0 pour tout z € I.

-1
Exemple 1.1. L'équation x*y' —2 = 0 est une équation différentielle du premier ordre. Elle admet f(x) = — comme
x

solution sur I = R*.

2 Equation a Variables Séparées

Définition 2.1. L'équation différentielle du premier ordre d variables séparées est de la forme y' =

)
—
<
=

Méthode de Résolution: On a

dy _ f(x) _
I —@ = g(y)dy = f(z)dzx

27



Cas Particulier : Equation Autonome 28

Le probléme se raméne a deux intégrations.

Exercice 2.2. Résoudre I'équation différentielle xy' — 2y = 0.

Solution: On a

d 2 d 2
oy =0 = Ly W _Zg
de x Y T
d d
= W_o [
Yy x

= Inly| =2In|z| + cte = Inz? + cte

= |yl = eca?

Dong, la solution générale de 1'équation différentielle zy' — 2y =0 esty = Cz?; C € R.

2.1 Cas Particulier : Equation Autonome

Définition 2.3. L'équation autonome est un cas particulier d'équation séparable, elle est de la forme y' = g(y).

Méthode de Résolution : L'équation autonome est indépendante de z. On a alors,

dy d
A 24
g = 9w = z

Exercice 2.4. Résoudre I'équationy’ = y° + y.

Solution: On a

dy dy / dy /
/ 2 2
y=uy eV T T ey v +y

1 1 Y
= ———— ]dy=x+cte=nly|—Injly+ 1| =In =ux + cte
(y y+1> y ly| = Inly + 1] y+1‘
Y Joeteer o Y _pecteer o Y _0em CeR
y+1 y+1 y+1
O x
= y:C'em(y—&—l)#(I—Cez)y:Cer:yzﬁ; CeR
— e(lj
Donc, la solution générale de 1’équation différentielle y' = y*> +y est y = —_C CeR.
e % —

28



Equation Homogene 29

3 Equation Homogene

Définition 3.1. L'équation différentielle du premier ordre homogene est de la forme y' = f (Q)
x

d d
Méthode de Résolution : On pose u = ¥ ;alorsy =ux et 9 _ x—u + u. Par suite,
x dx dx
d d
xd—z+u:f(u) = xizf(u)fu
d d

= ﬁ = i:, (séparation des variables)

= /f = /— In |z| + cte.
On pose g(u / Flu alors In|z| = g(u) + cte. Ceci donne |z| = e®e9™). D'ott, x = Ced™; C € R.

Par conséquent, y = uz = Cued™; C € R.

Ty

Exercice 3.2. Résoudre I'éguation différentielle v = ——"—.
q ff Y 1172 + yQ

Solution : L'équation différentielle ' = % est une équation homogene de la forme 3y’ = f (g) avec
T Y T

t

t) = ——.
1) 1+ ¢2
d d
On pose u = ¥ ;alorsy =ux et W_ :c—u + w. Par suite,
T dx dx
du u du —u?
—__ = = — = —u =
e Fu=fw) 1+ u? e Jlu) —u 14+ u?
—(1 2
= ( —Zu )d = dr
u T
1 2 d
T
/ /du da:
N _
ctl 5
= Inlz|=-—= —Inju|+ cte = |z| = £t/
2u? |
= x= 961/(2u2); CeR.
u
: £ 2 72 . ! .’L'y .
Dong, la solution générale de 1’équation 3’ = W est:

Yy=uxr = Cel/ ) = Cev’ /(%)

C’est une forme implicite impossible a résoudre sous la forme y = f(z).
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4 Equation Linéaire

Définition 4.1. L'équation différentielle du premier ordre linéaire est de la forme

a(x)y’ +b(x)y = f(z); (E).

avec a(x), b(z) et f(x) sont des fonctions continues sur un méme ensemble.
La fonction f(z) est appelée second membre de I'équation (E).

L’équation sans second membre associée est :
a(z)y’ + b(x)y = 0; (En)-

Exemple 4.1. Ona

2

(i) L'équation zvy' + (cosx)y = 2x? est linéaire.

(#4) L'équation y'y + xy = 2x — 1 n'est pas linéaire.

4.1 Equation Linéaire Sans Second Membre

On se propose de résoudre 1'équation linéaire sans second membre

a(@)y +b(z)y = 0; (En)
avec a(z) # 0.
Méthode de Résolution :
dy b(z)
/ _ 29
= & = _bw) dr = | —
Y a(z) Y

b
= ln|y\:7/ (I)dercte

a(z)
b(x)

dy

Soit A(x) = / ="~ dx. Alors, In |y| = —A(z) + cte. Dong, |y| = e“*®e=4() et par suite, y = +e¢e™4@),

a(z)

Par conséquent, y;(r) = Ce4(*); C € R est la solution générale de I'équation sans second membre (Ej,).

Remarque 4.1. L'équation linéaire sans second membre est a variables séparées.
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4.2 Equation Linéaire Avec Second Membre

Théoreme 4.2. Soient yy, la solution générale de I'équation (E},) et y, une solution particuliére de I'équation (E).

Alors, la solution générale y de (E) est donnée par

y(x) = yn() + yp(2).

Maintenant, pour chercher une solution particuliere de (E), on applique une méthode générale appelée

méthode de la variation de la constante.

Méthode de la Variation de la Constante

Soit yj, la solution générale de 1’équation sans second membre (E},). Donc, y,(z) = Ce™4®) ou C € R

et A(z) /Z((i))dx

La méthode de la variation de la constante consiste a remplacer la constante C' par une fonction C(z) et
chercher une solution particuliere de I’équation avec second membre (FE) de la forme y(z) = C(z)e™4®).

On calcule 3/, on remplace y et y' par leurs expressions dans 1'équation (E) et on utilise le fait que e=4(*) est

solution de (E},), on trouve

ce qui implique

C(x) :/zg;e“l(m) dr+k, keR.

Dong, la solution générale de ’équation avec second membre (E) est

y(z) = C(z)eA@) = =A@ Exie“(l') dz + ke @), keR,
a\xr

cest a dire y(x) = yn(z) + yp(z) avec yu(z) = ke A®); k € R est la solution générale de (E},) et y,(r) =

e~ A@) / f((xie“‘(m) dz est une solution particuliere de (E).
a(x
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Exercice 4.2. Résoudre I'équation linéaire (1 + x?)y’ + xy = a2

Solution : On pose a(z) =1+ 22, b(z) = et f(x) = 1_f7362

b
La solution générale de 1'équation sans second membre est yy, () = ke~ 4(®) ot A(x) = / blz) dx et ke R.

a(x)
Ona
— r _1 2) — 1n(+/ 2
A(x)—/1+aj2dx— 21n(1+3: ) =In(v/1+ z2).
Dong,
yn(z) = ke=A®) = L, keR.
Vit

La solution particuliere de I’équation avec second membre est donnée par

yplz) = eA(””)/Z:EZj;eA(w) dx
1 xr \/72
v e MR
1 1

= s [ B e

1 1 —1
7\/1—&—332 Vita2 1422

Dong, la solution générale de 1’équation avec second membre est

k 1

y(‘r)_yh(x)+yp(m): m_ 1+ 22’ k eR.

5 Equation de Bernoulli

Définition 5.1. L’équation de Bernoulli est une équation différentielle du premier ordre de la forme
a(x)y’ +b(x)y = f(x)y™, meR.
Méthode de Résolution : D’abord, on remarque que y = 0 est solution de I'équation Bernoulli.

Maintenant, pour chercher une solution générale non identiqument nulle y de 1’équation de Bernoulli, on

distingue deux cas.
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e Sim = 1,l'équation devient a(x)y’ + (b(z) - f(gc))y =0.

C’est une équation linéaire du premier ordre sans second membre dont la solution générale est
y(x) = Ce B@.  CeR.

ol

e Sim=*1,ona

On pose u = y'~™, alors 'équation devient

a(x)

- mu’ +b(x)u = f(x).

On s’est ramené donc a une équation linéaire du premier ordre en u avec u = y'~™.

Exercice 5.2. Résoudre I'équation de Bernoulli xy' +y = x2y>.

Solution : On a y = 0 est solution de 1’équation de Bernoulli.
On cherche maintenant une autre solution non identiquement nulle. On a

vy +y=2% = ayy +yy =2

!
1 1,
= —x|-| +-=z"
Y Y
1 N N P 72 . . s . / 2
On pose u = — ; alors on se ramene a résoudre I'équation linéaire —zu' 4+ u = x*.
Y

La solution générale de I’équation sans second membre —zu’ + u = 0 est
up(z) = Cel w47 = e lel = Clz| =+Czx; CeR.

Donc, up(z) = kx; keR.

2

La solution particuliere de —zu’ + u = z* est

14 ~J1id 1 z z
Up(fﬂ):—efr I/xe I= I:—e”"3|/ellllml dx:—\x|/mdx:—|x\|x|=—x2.
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2

Dong, la solution générale de I'équation —zu’ 4 u = 2* est

u(z) = up(w) + up(r) = kx — 2%, keR.

Par suite,

1 1 ]
u(z)  kx —x?’

y(x) = keR

est la solution générale de l'équation de Bernoulli zy’ + y = 2%y
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Chapitre 5

Equations Différentielles Linéaires du
Second Ordre a Coefficients Constants

1 Définition

Définition 1.1. Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est de la forme
ay’ +by' +cy = f(x), (E)

avec a, b, c des réels et f une fonction de x.

L’équation sans second membre associée a I'équation (E) est

ay’ +by' +cy=0, (Ep)

2 Résolution de I’Equation Sans Second Membre

Définition 2.1. Deux fonctions y, et yo sont dites linéairement indépendantes si
oy + Py =0=>a=p5=0.

Théoreme 2.1. L'équation sans second membre (Ey,) possede deux solutions linéairement indépendantes y, et yo.

De plus, toute solution y de (E},) est de la forme

y(z) = Cryi(x) + Caya(z);  Ci, C2 €R.
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Méthode de Résolution : Pour résoudre 'équation sans second membre (E},), on cherche une solution de

la forme y(z) = e*.

En remplacant dans I’équation, on trouve 1’équation caractéristique
ar’ +bA+c=0.

La résolution de I'équation (E,) dépend du signe de A = b — 4ac. On a dong, les trois cas suivants.

Casl: A >0

MFM.
2a

—b+ VA .
2a

L’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes \; =

La solution générale de I'équation (E},) est
yh(l‘) =] eAlz + Cy €>\2z, Cy, Cy € R.

Cas2: A=0

. - L —b
L’équation caractéristique admet une racine réelle double X = %"
a

La solution générale de I'équation (E},) est
yh(l’) =M (Clx + CQ), Cq, Cy € R.

Cas3: A <0
—b+iv—A _ —b—iv—-A

L’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées A\; = oq et Ay = 5
a a

—b V=A
On pose o = 0 etf = 50 alors la solution générale de I'équation (E},) est
a a

yn(z) = € (c1 cos(fz) + Cs sin(ﬂx)), C1, Cs € R.
On peut I’écrire sous la forme
yp(x) = Ke*cos(fz +C), K,CeR.

Exercice 2.2. Résoudre 'équation y’ +y' — 2y = 0.

Solution : L'équation caractéristique est A2 + X\ — 2 = 0.

Comme A =9 > 0, alors I'équation caractéristique admet deux racines réelles \; =1 et Ay = —2. Dong, la
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solution générale est

y(fL) =C1e" +Cy 672:”, Cl, Cy eR.
Exercice 2.3. Résoudre I'équation y"” + 6y’ + 9y = 0.
Solution : L'équation caractéristique est A% + 6\ + 9 = 0.
Comme A = 0, alors I’équation caractéristique admet une racine réelle double A = —3. Donc, la solution

générale est

y(l‘) =e 3 (Cl T+ CQ), Cy1, Cy € R.

Exercice 2.4. Résoudre I'équation y" + 2y’ + 2y = 0.

Solution : L'équation caractéristique est A% + 2\ + 2 = 0.
Comme A = —4 < 0, alors I'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées, A\ = —1+1

et Ay = —1 — 4. Dong, la solution générale est

ylx) =e™* (01 cosz + Co sina:), Ci, Cy e R.

3 Résolution de I’'Equation Avec Second Membre

Théoreme 3.1. Soient yy, la solution générale de I'équation sans second membre (Ey,) et y, une solution particuliere

de I'équation (E). Alors, la solution générale y de (E) est donnée par
y(@) = yn(x) + yp(x).

3.1 Solution Particuliere de L'Equation Avec Second Membre

Formes Classiques du Second Membre

On va présenter trois formes classiques du second membre.

1— Equation de la forme ay” + by’ + cy = P,(x); P, un polyndme de degré n.
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On cherche une solution particuliere ¥, telle que

Qn (), sic#0,
yp(z) =< xQn(zr), sic=0etb#0,
22Qu(x), sic=b=0.

avec (), un polyndéme de degré n.
2— Equation de la forme ay” + by’ + cy = €"* P,(z); P, un polynéme de degré n et m € R*.

On cherche une solution particuliéere y, telle que

e Qn(z), si m n’est pas racine de 1’équation caractéristique,
yp(x) =< €™ xQu(x), sim estracine simple del’équation caractéristique,
e™® 12 Q,(z), si m estracine double de I'équation caractéristique.

avec (), un polynoéme de degré n.
3— Equation de la forme ay” + by’ + cy = ™ (a cos(wz) + ﬂsin(wx)) ;w0
On cherche une solution particuliere y, telle que

eme (A cos(wz) + B sin(wx)) , sl m+iw n’est pas racine de I’équation caractéristique,

yp(z) =
? xem” (A cos(wz) + B sin(wx)) , sl m+iw estracine de I'équation caractéristique.

On calcule les deux réels A et B en remplacant I’expression de y, dans I'équation.

Exercice 3.1. Résoudre I'équation y" — 4y = x €**.

Solution : On commence par résoudre I'équation sans second membre y” — 4y = 0.
L’équation caractéristique est A? — 4 = 0. Elle admet deux racines réelles \; = 2 et Ay = —2.

Dong, la solution générale de ’équation y” — 4y = 0, est

yn(z) = C1e** + Coe . 1,0y € R.

Le second membre de I'équation y” — 4y = x €**

est de la forme e™* P, (z) avecm =2 et n = 1.
comme 2 est racine simple de I'équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliére de la
forme y,(z) = €** x (az + b). C'est a dire y,(z) = €** (az? + bx).

On pose u(z) = az? + bx. Alors, y,(z) = e** u(x).

On calcule y () et y/(x) et on remplace dans 'équation y” — 4y = z ¢*”, on trouve

8ax + 2a + 4b = x.
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1 ~1
Do, a= - et b= —.
ou, a 3 e 16

Dong, la solution particuliere est

2
_ 2 (T T
yp(z) =€ <8 16>'

2x

Par conséquent, la solution générale de I'équation "’ — 4y = x e** est
xQ x 2x —2x
y(z) = yn(x) + yp(x) = §_ﬁ+01 e’ +Coe " (1,02 €R.

Exercice 3.2. Résoudre I'équation y’ + 9y = e” cos z.

Solution : On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + 9y = 0.
L’équation caractéristique est A? + 9 = 0. Elle admet deux racines complexes \; = 3i et Ay = —3i.

Dong, la solution générale de ’équation y” + 9y = 0, est
yn(x) = Cq cos(3z) + Cy sin(3z);  C1,C2 € R.

Le second membre de 1'équation y” + 9y = e” cos x est de la forme €™ (a cos(wz) + 8 sin(w:r:)) avecm =1
et w=1.

comme 1 + ¢ nest pas racine de 1’équation caractéristique, alors on cherche une solution particuliere de la
forme y,(z) = €” <A cosz + Bsin x) .

On pose z(x) = Acosz + Bsinz. Alors, y,(x) = e” z(x).

On calcule y, () et y,/(z) et on remplace dans I'équation y” + 9y = e” cosz, on trouve
(23 +9A — 1) cosx + (93 — 2A) sinx = 0.

Ceci implique en utilisant le fait que les deux fonctions cos x et sin « sont linéairement indépendantes, que

9 2
A—getB—%.

Dong, la solution particuliere est

() =e” z(x) = €” gcos +zs'
yp(z) =" z(x) = g5 CosT + oosing
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Par conséquent, la solution générale de 1'équation 3" + 9y = e” cosz est

y(x) = yn(x) + yp(x) = C1 cos(3z) + Cs sin(3z) + €° (895 cosx + % sin x) ;o C,C3 eR.

Principe de Superposition
Si le second membre de 1'équation (E) est de la forme f(z) = fi(z) + fo(x) + -+ + fo(x), on cherche
une solution particuliere yp, () de 1’équation
ay” +by + ey = fi(z);  (Ey).
Une solution particuliére y,(z) de (E) est alors donnée par
Yp(®) = Yp, (2) + Yp, (2) + - + yp,, (2).

Remarque 3.2. Lorsque le second membre n’est pas I'une des formes indiquées précédemment, on cherche une solution

particuliere de (E) en utilisant la méthode de variation des constantes.

Méthode de Variation des Constantes

Soit yp, la solution générale de 1’équation sans second membre (E}). Donc, yn(x) = Cry1(z) + C2y2(x),
ol y; et yo sont deux solutions linéairement indépendantes de (E},).
la méthode de variation des constantes consiste a remplacer les deux constantes C et C; par des fonctions

Ci(x) et Cy(z) et chercher une solution particuliére de (E) de la forme
y(z) = Ci(z) y1(2) + Ca() y2 ().
On impose de plus la condition suivante
Ci(z) y1(x) + Co(x) y2(x) = 0.

Ce qui donne

y'(x) = Cu(x) i (z) + Co() o ().
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On calcule ensuite 3", on remplace dans 1’équation (E) et on utilise le fait que y; et y2 sont deux solutions
p q q

de I'équation (E}). On trouve

f@)

a

Ci(x) vy (2) + Co(x) yo(z) =

Il faut donc résoudre le systéme suivant dont les inconnus sont C{(z) et C(x).

Ci(z) y1(2) + Cy(x) ya(z) = 0

O () (@) + Cyla) () = T2

Comme y; et y2 sont linéairement indépendantes, alors le déterminant

W—‘ VB =y — eyl #£0

Y oW

Les deux solutions du systeme sont

et

f@) ()

Cy) = HE0

On obtient donc les fonctions C et C5 en intégrant C{ et CY.

Par suite, la solution particuliere de () est

yp(x) = C1(z) y1(2) + Ca(2) y2 ().
Exercice 3.3. Résoudre I'équation y" + y = sinx.
Solution : On commence par résoudre I'équation sans second membre y” + y = 0.

L’équation caractéristique est A? + 1 = 0. Elle admet deux racines complexes \; =i et Ay = —i.

Dong, la solution générale de I'équation y” + y = 0, est
yn(x) = k1 cosx + ko sinz; ki, ko € R.

Comme les deux fonctions cosz et sinx sont linéairement indépendantes, alors on cherche une solution

particuliere de la forme y,(z) = C1(x) cosz + Ca(x) sinz.
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On résoud le systeme
{ Ci(z)cosx + Cy(z)sinz =0

—C}(z)sinz + C)(x) cosx = sinx
Les deux solutions du systéme sont

.2
—sin‘“z .
Ci(z) = ———5— = —sin? z,
cos2 z 4 sin” z

et
sin x cos x
Ch(x) = ———"—"" =sinzcosz.
2(2) cos2x +sin? z
Donc,
1 in(2
Cy(z) = /—sin2a:dx =- / (cos(2x) - 1) dx = sin2z) _ E,
2 4 2
et
sin®
C’g(x):/sinxcosxdx: 5

Un simple calcul donne

yp(x) = C1(z) cosx + Ca(z) sinx = sin(z) B xcosx.

2 2
Par suite, la solution générale de 'équation y” + y = sinz est
1 TCoST
y(x) = yn(x) + yp(r) = k1 cosx + <k2+2> sinz — 5 ki, ko € R.
Par conséquent,
y(sr:):klcosx+Ksinx—xC(2)S$; ki, K € R.
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